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基于响应生成网络的水声信道估计方法

徐明，张琦
（上海海事大学信息工程学院，上海 201306）

摘 要：为了解决水声通信环境下信道估计精度低的问题，提出了一种基于响应生成网络的水声信道估计方法。

首先，基于MIMO-OTFS水声信道特性建立水声冲激响应模型。在此基础上，提出了一种采用时滞补偿的局部

化分析算法对水声信号进行三维重建，降低水声信道动态变化带来的特征误差。然后，考虑到OTFS时延-多普

勒矩阵容易受噪声污染而导致矩阵的扩展和失真问题，提出了一种信号自迭代更新网络，并根据L1-正则化最小

二乘法对网络权重与偏置进行更新，从而对生成网络的输入信号进行更新。最后，针对传统水声信号深度学习

模型训练稳定性不佳的问题，提出了一种基于Bures-Wasserstein目标函数的分解优化算法，将响应生成网络的训练

分解为多个子问题进行优化求解，提高了模型收敛速度并降低了误差。实验结果表明，所提方法在信噪比为5 dB

时，信道估计的归一化均方误差低至0.04。此外，与其他方法相比，所提方法估计的时延-多普勒响应热力图中

信号峰的模糊程度更低，信号失真更小。

关键词：响应生成网络；时滞补偿；时延-多普勒；归一化均方误差

中图分类号：TN92 

文献标志码：A 

DOI：10.11959/j.issn.1000-436x.2025071

Underwater acoustic channel estimation method 
based on response generative network

XU Ming, ZHANG Qi
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Abstract: To address the issue of low channel estimation accuracy in underwater acoustic communication environments, 

an underwater acoustic channel estimation method based on the response generative network (RGNet) was proposed. 

First, an underwater acoustic impulse response model based on MIMO-OTFS channel characteristics was established. On 

this basis, a time-delay-compensated localized analysis algorithm was proposed for 3D reconstruction of underwater sig‐

nals to reduce feature errors caused by the dynamic changes of the channels. Considering OTFS time-delay-Doppler ma‐

trix’s susceptibility to noise pollution, which leads to matrix expansion and distortion, a self-iterative signal updating net‐

work was proposed. The input signal of the generative network was updated by a weight and bias update algorithm based 

on L1-regularized least squares. Finally, to address the instability of traditional deep learning models for underwater 

acoustic signals, a decomposed optimization algorithm based on Bures-Wasserstein objective function was proposed. The 

convergence process of the objective function was decomposed into several sub-problems to improve the model’s conver‐

gence speed and reduce errors. Experimental results show that the proposed method achieves a normalized mean square 

error of 0.04 for channel estimation at a signal-to-noise ratio of 5 dB. Moreover, compared with other methods, the pro‐

posed method achieves lower signal peak blur and less signal distortion in the time-delay and Doppler response heat maps.
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0　引言

海洋通信与传统无线通信领域类似，支持多种

需求和应用场景。但是在潜艇通信、水下探测器、

水下运输以及海洋观测和监测等水下场景中，海洋

通信面临独特挑战。水声信号在传播过程中经历多

次反射，形成多条传播路径，进而引发路径之间异

质的多普勒频移与时延，使水声信道表现出显著的

时变特性。同时，由于水中声速远低于电磁波在空

气中的传播速度，因此相同速度的相对运动会产

生更显著的多普勒频移。水声信道的快速时变、

高多普勒扩展等特性会破坏传统正交频分复用

（OFDM, orthogonal frequency division multiplexing）

子载波之间的正交性，导致子载波间产生干扰，从

而使信号的信噪比（SNR, signal-to-noise ratio）显

著降低，并引发严重的误码效应[1]。因此，传统

OFDM在高噪声和高多普勒环境下难以满足水声通

信需求。正交时频空（OTFS, orthogonal time fre‐

quency space）调制技术[2-3]能够精确建模信道中的

时延与多普勒效应，适应水声信道的快速时变与多

径特性。通过将信号映射至时延-多普勒（DD, de‐

lay-Doppler）二维域，可以抑制多普勒扩展带来的

性能退化，增强系统在高动态环境下的抗干扰能

力。OTFS 调制技术同时具备良好的多径分辨能

力，有助于提升信道估计与信号恢复精度，增强数

据传输速率。在多输入多输出（MIMO, multi-input 

multi-output）系统中，OTFS随阵列阶数提升可进

一步提高频谱效率，有效缓解多径衰落的影响。目

前，主流的OTFS信道参数估计算法，如稀疏贝叶斯

学习算法[4]和3D结构正交匹配追踪（OMP, orthogo‐

nal matching pursuit）算法[5]，分别通过稀疏贝叶斯

学习框架和正交匹配追踪算法，将信道估计问题转

化为稀疏信号恢复问题。然而，水声信道的强时变

特性导致时延、多普勒和角度的稀疏性结构变化[6]，

使基于稀疏信号恢复的信道估计算法的性能显著下

降[7]，因此不适用于水下时变信道的参数估计。

为实现水下时变信道的参数估计，文献[8]结

合路径时延和多普勒扩展信息，将OMP算法与最

大后验（MAP, maximum a posteriori）概率估计相

结合，通过先验知识与观测数据抑制噪声，提高信

道估计精度。但该方法难以实时跟踪水声信道稀疏

度的动态变化，导致参数估计滞后并引发误差积

累，影响信号解调性能。文献[9]提出了一种基于

时延-多普勒对齐调制的自适应信号正交匹配追踪

（ASOMP-SR, adaptive signal and OMP for spatial re‐

use）算法进行环境感知和信道估计，但是水声信

道的快速时变特性和非稀疏成分会导致路径不变时

间较短，从而影响信道估计性能。文献[10]提出了

期望最大化算法联合估计信道冲激响应（CIR, 

channel impulse response）、残余噪声和信道协方差

矩阵，但其将MIMO信道协方差矩阵建模为块对

角结构，在复杂水声环境下易陷入不收敛问题。基

于自适应滤波的信道估计方法[11-13]通过动态调整估

计权重，实现对时变信道的实时跟踪，但是包含噪

声的伪信号会影响滤波器输出与期望输出之间的残

差[14-15]，导致权重估计偏离真实值。文献[16]提出

了一种基于序列导频的匹配滤波信道估计方法，利

用互相关匹配滤波估计小数倍多普勒抽头和信道增

益，从而获取信道状态信息。然而，在水声环境

下，小数倍多普勒效应可能会导致误差积累[17]，

从而影响估计精度。

近年来，深度学习技术在复杂环境条件下的建

模中展现出了独特优势[18]。在信道估计方面，深

度神经网络能够通过学习复杂的非线性关系来减轻

信道噪声和载波间干扰的影响[19]，从而提高信道

估计精度。文献[20]提出了基于低密度近似消息传

递（LDAMP, low-density approximate message pass‐

ing）网络学习信道结构并进行信道估计，但该方

法依赖大量训练数据，难以适应动态变化且数据受

限的水下多径信道，且鲁棒性不足。文献[21]提出

的空间频率 ECAUNet++（SF-ECAUNet++）方法

结合子载波的空间与频率相关性进行信道压缩与重

构，提升估计精度与鲁棒性，但该方法同样依赖大

规模训练数据以确保泛化能力。文献[22]提出了一

种两步正交匹配追踪信道状态信息估计方法，使用

带有Noise2Void（N2V）学习策略的压缩激励残差

网络进行去噪与信道估计，可在低采样率下恢复细

粒度信道信息。文献[23]提出了一种混合编码器-

解码器结构（称为HA02），利用Transformer编码

器提取输入信号的稀疏特征，结合残差网络解码器

获得较好的均方误差性能。但是Transformer编码

器结构可能难以精准分离路径特征，在有限数据条

件下易出现过拟合现象。文献[24]提出了一种基于

信道状态信息网络（CSINet, channel state informa‐

tion-based network）的感知与恢复机制，实现对信
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道状态信息的高效压缩和重建。然而，相比于无线

信道，水声信道具有快速时变性、复杂多径效应、

高多普勒扩展等特性，并且通常采用低采样率传输

信号，导致现有的深度学习信道估计方法无法捕捉

时延、多普勒等动态特征，缺乏复杂信道环境中

的自适应能力，并且训练过程的稳定性较差。相

比之下，生成式模型能够更好地建模信道先验分

布，并在数据受限或信道复杂多变的情况下提供

更稳健的信道估计。文献[25]提出了基于去噪扩

散概率模型（DDPM, denoising diffusion probabilis‐

tic model）和去噪扩散隐式模型（DDIM, denois‐

ing diffusion implicit model）的信道估计方法，通

过学习信道数据分布的得分函数，并结合信道观

测信息对信道响应进行估计。文献[26]进一步提出

了基于布朗桥（BB, Brownian bridge）优化的扩散

信道去噪方法，通过构建最小二乘估计域和真实

信道域之间的图像到图像的映射，提升去噪性能。

但这 2 种基于扩散模型的方法依赖多步采样与优

化，限制了其在水声信道中的应用。本文的主要

贡献如下。

1) 提出了一种基于响应生成网络（RGNet, re‐

sponse generation network）的水声信道估计方法，

在RGNet方法中提出了一种基于时滞补偿的信号

局部化分析算法，通过重叠加窗技术，在时延-多

普勒域内分析窗口内信号的多径时延效应和多普勒

频移大小，并利用时间轴切片进行时间维度扩展，

选择最大互相关的时滞参数对水声信号进行三维重

建，强化信号的时延和多普勒特征，并将重建结果

作为响应生成网络的输入。

2) 提出了一种信号自迭代更新网络，通过基

于 L1-正则化最小二乘法进行网络权重与偏置更

新，并对生成网络的输入信号进行迭代更新和补

充。在网络训练过程中，根据目标函数的反馈优化

网络参数，提升系统在复杂信道环境中的自适应能

力，有效减少模拟信道响应与真实信道响应之间的

误差。

3) 提出了一种基于Bures-Wasserstein目标函数

的分解优化算法，通过将目标函数的收敛过程分解

为多个简化的子问题进行优化求解，从而通过更新

Bures-Wasserstein 距离模型的参数来加速整体收

敛，有效减小了梯度消失和梯度爆炸等问题发生的

概率，提高了训练过程的稳定性和效率。

1　系统模型

本文假设一个水下MIMO-OTFS通信系统，发

射端配备了 q个发射换能器，接收端配备了 p个水

听器，MIMO-OTFS通信模型如图 1所示，其中各

天线独立传输OTFS调制信号。

首先在发射端，考虑长度为M × N的正交相移键

控（QPSK, quadrature phase shift keying）信号集合

Λ = {a1,⋯,aQ}的二维数据块 {x [ ]m,n ,m = 0,1,⋯, 

}M - 1,n = 0,1,⋯,N - 1 。将OTFS调制信号 x [m,n]
映射到时延-多普勒域矩阵 X DD ∈ CM × N，其中 M

和N分别表示沿时延维度和多普勒维度的资源单元

数。X DD经过离散辛傅里叶逆变换（ISFFT, inverse 

discrete symplectic Fourier transform）映射到频时域

的二维块 X FT ∈ CM × N。然后通过 OFDM 调制器，

在二维块X FT的每一列上应用M点离散傅里叶逆变

换（IDFT, inverse discrete Fourier transform）来获

取二维发射信号S ∈ CM × N，即

S = F H
M X FT (1)

其中，S = [ s1,s2,⋯,sN ]，S中每个列向量 si ∈ CM × 1

看作一个OFDM符号，FM ∈ CM × M 为离散傅里叶

变换（DFT, discrete Fourier transform）矩阵。若按

列读取二维发射信号S = [ s1,s2,⋯,sN ]，则一维发射

信号 s ∈ C( M + NCP ) × N为

s = vec{ACPF H
M X FT} (2)

其中，NCP 表示循环前缀长度，ACP ∈ C( M + NCP ) × M

表示CP加法矩阵。在接收端，记hqp ( τ,υ )为第q个

发射换能器与第p个水听器之间信道的时延-多普勒

响应矩阵的参数对。假设第q个发射换能器和第p个

水听器对应的信道共有 P 个抽头，则信道响应

hqp ( τ,υ )为
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图1　MIMO-OTFS通信模型
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hqp ( τ,υ ) =∑
i = 1

P

hqpi
δ ( τ - τi )δ (υ - υi ) (3)

其中， τi、υi 和 hqpi
分别表示第 i 条路径的时延、

多普勒频移和信道增益，δ (⋅)表示狄拉克函数，

q = 1,2,⋯,Nq，p = 1,2,⋯,Np。将接收信号序列 r ∈ 
C( M + NCP ) × N的第K个元素表示为

rK =∑
i = 1

P

hqpi
sK - i e

j2πvi ( K - i ) + wK (4)

其中，wK表示接收端的加性白噪声，i表示第 i条传

播路径，τi、υi 和 hqpi
分别表示第 i条路径的时延、

多普勒频移和信道增益。将解调得到的接收二维信

号块 Y FT 在时延-多普勒域中转换成二维数据块

Y DD ∈ CM × N。

设 OTFS 信号帧持续时间为 To = NT，带宽为

B =
M

2To

。令Hqp表示第 q个发射天线和第 p个接收

天线对应的等效信道矩阵，且第 i条路径的时延抽

头和多普勒抽头分别表示为

τi =
lτi

MΔf
,υi =

kυi

NT
(5)

其中，lτi
和 kυi

分别为时延和多普勒的整数倍抽头，

M和N为二维符号索引，Δf为频率采样间隔。将输

出 Y DD[ l,k ]与输入X DD [ l,k ]在时延-多普勒域的向

量关系表示为

Y DD[ l,k ] =
1

MN ∑l′ = 0

M - 1 ∑
k′ = -N

2

N
2
- 1

X DD [ l′,k′ ] ∑
i = 1

P

H DD [ l + 1 +

M (i - 1), ( )l - l′ M
] e
-j2π (i - 1)

k - k′
P + wDD [ l,k ]    (6)

其中，

H DD [ l,k ] = ∫∫hqpi
( τ,ν ) Agrx,gtx ( ( l - l′ )T - τ,

(k - k′ )Δf - ν )ej2π (ν + k′Δf ) ( ( l - l′ )T - τ )ej2πνl′Tdτdν (7)

其中，wDD = [ w1,w2,⋯,wN ] FN，FN 为 DFT 矩阵。

在本文中，Y DD[ l,k ]和 X DD [ l,k ]分别表示 Y DD 和

X DD 中第 ( )l + 1,k + 1 +
N
2

个元素，其中参数 l和 k

满足 l = 0,1,⋯,M - 1 且 k = -N
2

,⋯,0,⋯,
N

2 - 1
。将

时延-多普勒信道冲激响应 H DD
l,k 矩阵中的元素表

示为

H DD [ l,k ] ≜∑
i = 1

P

hq(i - 1) ( M + N + 1) pi
( τ,v )e

-j2π (i - 1)
k
N (8)

本文的目标是通过H DD [ l,k ]估计出时延-多普

勒域的信道响应参数对hqpi
( τ,υ )。

2　算法设计

2.1　信道粗估计及干扰消除

在 OTFS 数据帧中插入复高斯序列为训练导

频，以第[ l,k ]块二维时延多普勒数据块Y DD[ l,k ]为
例，将第[ l,k ]块对应的接收信号记为 yl,k，其对应

的原二维数据块为 xl,k，对应的导频符号块为 ξl,k，

因此接收信号的一个元素可以表示为

yl,k = h ( τ,v )*s [ l,k ] + w [ l,k ] =

∑
n = 1

N ∑
i = 1

P

ζn + 1 - i,le
j2πυi

fn + 1 - i,l

N (n + 1 - i + NCP ) *

(ξn + 1 - i,l + xn + 1 - i,l ) + wn + 1 - i,l (9)

其中，*表示卷积运算，wn表示均值为 0的加性白

高斯噪声，e
j2πυi

fn + 1 - i,l

N (n + 1 - i + NCP ) 表示第 n + 1 - i 个接

收信号块相应的多普勒频移补偿，fi,l表示第 l个信

道响应冲激响应的第 i 个频率分量，ζn + 1 - i,l 对应

e
j2πυi

fn + 1 - i,l

N (n + 1 - i + NCP ) 的非零系数，ξi,l 表示第 [ i,l ]段二

维导频块，xn + 1 - i表示第[ i,l ]段二维数据块。假设

原始符号序列的均值μl,k = 0，且T ≥ N可得

E ( yl,k ) = ∑
n = 1

N ∑
i = 1

P

ξ(n + 1 - i ) e
j2πυi

fn + 1 - i,l

N (n + 1 - i + NCP ) hqpi
( τ,υ )

(10)

根据预设导频周期 T将E ( yl,k )分成 n × 1的向

量段E ( yl,k )，可得

E ( yl,k ) = E
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      (12)

其中， i = 1,2,⋯,N，NT 表示导频符号块长度，

E ( yl,k )表示接收信号序列的均值，E [ yiT ]表示第 i

或第 iT个周期导频块对应的接收信号块均值，所以

可得到上述维度为( N + 1) × T的托普利茨矩阵A为

A =
1

1 + n2
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                     (13)

分别对均值E [ yiT ]进行累加求和计算可得到

1
N∑i = 1

N

E [ ]yiT =
1
N∑i = 1

N

[ ]yiT,lT ≜ AhN × 1 (14)

根据最小二乘信道估计算法，可得训练导频对

应的信道响应参数矩阵为

H DD
l,k =

é

ë

ê
êê
ê
( AH A)-1 AH( 1

N∑i = 1

N

yiT,l )ùûúúúú N × 1

(15)

其中，AH表示A的共轭矩阵，N表示训练导频的周

期数，同时对上述信道响应参数矩阵进行补0，以

实现将离散信道响应值拓展至连续域，其中长度拓

展到 Sn，即 Hn = [ Hn,0]
M × N

，其中 M × N 表示信

息数据符号长度。将该表达式对应的Hn矩阵作为

信道响应判别网络的输入之一。

2.2　基于响应生成网络的信道估计方法

本文提出的基于RGNet的信道估计方法由3个

部分组成：基于时滞补偿的局部化分析和信号三维

重建算法；用于生成模拟信道响应的生成网络；对

输入的信道响应样本进行鉴别的判别网络，如图2

所示。

2.2.1　时滞补偿

在水声通信环境中，信道可能会在短时间内剧

烈波动，多普勒和时延效应会导致信号失真和误码

率（BER, bit error rate）增加，进行基于时滞补偿

的三维重建，可以有效改善信号的抗干扰能力和质

量，从而提高信道估计精度。

记参数Δt、Δτ和Δυ分别为观测时间、时延和

多普勒频移的采样间隔。离散化的观测时间表示

为 tn = nΔt,n = 1,2,⋯,N，离散化的时延表示为 τm =

τ0 + (m - 1)Δt,m = 1,2,⋯,M，其中，τ0为参考时延，

M为最大的时延采样维度，即水声信道路径阶数。

将时域接收信号y ( t )表示为

y ( t ) = ∫-∞

+∞∫
0

+∞

hqp ( τ,υ ) S ( t - τ )ej2πυ ( t - τ )dτdt + w ( t )

(16)

根据式(16)，定义二维互相关函数Rys ( τ,υ )为

Rys ( τ,υ ) = ∫-∞

+∞

y ( t ) S ( t - τm )e-j2πftdt (17)

其中，τm 为时滞延迟，取值为 τm = mΔt，m 为整

数，将该函数峰值位置对应的时延大小和多普勒频

YDD[l,k]

;D))

M
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图2　RGNet信道估计方法

··203



通 信 学 报 第 46 卷 

移大小分别定义为时滞参数，如式(18)和式(19)

所示。

dτ = arg max
τ

( max
υ

| Rys ( τ,υ ) | ) (18)

dυ = arg max
υ

( max
τ

| Rys ( τ,υ ) | ) (19)

将时延的时滞范围定义为[ τmin,τmax ] = [ τm - dτ, 

]τm + dτ ，同时将多普勒频移的时滞范围定义为

[υmin,υmax ] = [υm - dυ,υm + dυ ]。对接收信号 y ( t ) 在

时延-多普勒域上进行布莱克曼加窗，本文中选定

窗函数的系数为 0.42、0.5和 0.08来平衡主瓣宽度

和进行旁瓣抑制，构建接收信号时间轴切片，表

示为

y ( t )|tn - 1 ≤ t ≤ tn
=  [ s ( t - τm )e-j2πft ] ×

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0.42 - 0.5cos ( )2πt

N - 1
+ 0.08 ( )4πt

N - 1
dt (20)

其中，N表示窗函数的总宽度，根据时滞参数dτ和

dυ的变化，动态调整平滑窗口的大小，并通过将时

间窗口重叠叠加进行维度扩展，如图3所示。

构建三维离散网格，每个网格点 (i,j,k )对应一

个三维坐标为 (di,j,k,υi,j,k,τi,j,k )。定义三维网格的大小

为 Nx × Ny × Nz，其中 Nx、Ny 和 Nz 分别为网格在

x-、y-和 z-方向的分辨率。构建一个三维矩阵M

来表示该三维离散网格，即

M [ i ] [ j ] [ k ] =

(τ [ i ] [ j ] [ k ] ,υ [ i ] [ j ] [ k ] , )d [ i ] [ j ] [ k ]
    

(21)

其中，τ [ i ] [ j ] [ k ] =
αi,j,k

c
表示每个网格点的时延

值，αi,j,k表示从发射信源点到接收网格点 (i,j,k ) 之

间 的 距 离 ， c 表 示 水 下 声 音 的 传 播 速 度 ，

υ [ i ] [ j ] [ k ] = f0( )vqp

c
表示每个网格点的频移值，

其中 f0 为初始信号频率，vqp 为发射换能器和水听

器之间的相对速度，d [ i ] [ j ] [ k ]表示每个网格点

的时滞值，d =
1
2 ( )dτ

τmax

τmin

+ dυ
υmax

υmin

ψ *
N (α )，ψ *

N (α )

定义为ψ *
N (α ) ≜∑

i = 1

N

e
j2π

α
N

(i - 1)
。

2.2.2　基于信号自迭代更新的生成网络

在生成网络中，定义变量wc
ij 为信号自迭代更

新网络的权重，变量 bm
n (k )为偏置，其中，i表示

连接该权重的上层网络的第 i个元素，j表示连接该

权重的下层网络中的第 j个元素，c = 1是从输入层

到隐藏层的权重，c = 2是从隐藏层到输出层的权

重。变量 bm
n 为偏置，其中m = 1是隐藏层的偏置，

m = 2是输出层的偏置，n表示该偏置是该层第n个

元素的偏置，从而 w1
ij 表示输入层第 i个元素连接

隐藏层第 j个元素的权重，w2
ij表示隐藏层第 i个元

素连接输出层第 j 个元素的权重，b1
1 表示隐藏层

第 1 个元素的偏置，b2
2表示输出层第2个元素的偏

置，z 1
n 表示隐藏层第n个元素的输出，x̂N表示输出

层第N个输出元素。当生成网络前向传播时，表达

式为

zn = σ ( )w1
1n x1 + ⋯ + w1

Nn xN + b1
n +

1
2N∑i = 1

N

( xi - yi )

(22)

x̂N = σ ( )w2
1N z1 + ⋯ + w2

nN zn + b2
N +

1
2n∑i = 1

n

( xi - yi )

(23)

其中，σ (⋅)表示激活函数Sigmoid，zn = σ (⋅)表示输

入层到隐藏层的过程，x̂N = σ (⋅)表示隐藏层到输出

层的过程。为控制网络复杂度，构建正则化最小二

乘目标函数为 L =
1

2N∑i = 1

N

 xi - x̂i

2

2
+ λ∑

ij
|| wij ，根

据式(24)和式(25)更新网络权重和偏置。

wc
ij ← wc

ij - η ( )∂Lmse

∂wc
ij

+
∂Lreg

∂wc
ij

(24)

bm
i ← bm

i - η ∂Lmse

∂bm
i

(25)

其中，Lmse =
1

2N∑i = 1

N

 xi - x̂i

2

2
，Lreg =λ∑

ij
|| wij ，η为

学习率，λ为正则化参数。

将信号自迭代更新网络隐藏层输出 zn 传入M

;@ ;@ ;@

0*
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,
8
3
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图3　时滞补偿过程
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层通道编码器块中，利用通道注意力机制进行特征

权重计算和信道特征提取，并经过批归一化层和激

活函数层处理后得到信号输出，最终通过最小二乘

法得到模拟信道响应矩阵 H͂n。

2.2.3　基于层级通道编码器的判别网络

在判别网络中，采用层级通道编码器的方式进

行多尺度判别，将信道响应矩阵 H͂n等效为信道响

应特征图H γ
n，并对其进行线性扁平化处理。该网

络通过选择不同尺度的特征图H γ
n 进行拼接和线性

加权，将其作为各层级通道编码器的输入，从而实

现多尺度的特征提取与真假判别。

在通道编码器中，首先将输入的特征图DE ×

DL × T × CE分别采用基于T和CE的全局最大池化

（MaxPool, max pooling）和全局平均池化（Avg‐

Pool, average pooling），也就是基于通道维度和时

间维度进行池化，提取得到 2 组尺寸为 1 × 1 ×

DE × DL的信道特征图。然后，将这2组信道特征

图输入一个共享权值的多层感知机（MLP, multi-

layer perceptron）中进行通道间依赖关系学习，并

通过压缩比 r实现降维。最后，MLP的输出特征经

逐元素加和，并通过Sigmoid激活函数归一化，得

到最终的通道加权矩阵。

Mc ( F ) = σ (MLP ( AvgPool ( F ) ) +

MLP (MaxPool ( F ) ) ) =

σ (W1 (W0 ( F c
avg ) ) + W1 (W0 ( F c

max ) ) ) (26)

不同层级的通道编码器生成具有不同维度的信

道响应特征图，用以对输入的信道响应矩阵进行多

尺度特征提取和融合。同时，通过平均池化层对每

一层通道编码器的输出进行重塑和拼接，整合不同

尺度的信息。最终，经过全连接层处理后，层级通

道编码器的输出用于更新和优化损失函数。通过

Sigmoid激活函数，输出结果的范围能够得到限制，

并用于度量真实信道响应分布与模拟信道响应分布

之间的Bures-Wasserstein误差。

2.2.4　网络训练

在RGNet训练过程中，判别网络在迭代过程

中调用算法1更新生成网络的权重和偏置，对生成

网络的输入信号进行迭代更新和补充，并随着迭代

次数的增加，逐步减小学习率。

算法 1 基于L1-正则化最小二乘法的权重与

偏置迭代更新

定义输入层N个元素，隐藏层n个元素，输出

层 N 个元素；给定权重参数 wc
ij (k ) 和偏置参数

bm
n (k )；初始化 w1

ij (0 )、w2
ij (0 )、b1

n (0 )、b2
n (0 ) 和

z 1
m (0 )；初始化迭代次数为k，迭代精度为π1，特征

基为A

1) 循环

2) 定义k = 0，初始化输入xN

3) 循环

4)     for k=1:1:K

5)         根据式(24)和式(25)更新权重参数wc
ij (k )

和偏置参数bm
n (k )

6)     end for

7)     i=i+1; j=j+1; m=m+1

8)     until Jk (w,b ) =
1

N 2∑
j = 1

N∑
i = 1

N 

 Awc

ij + bm
i - xk

i

2

2
+ 

λ∑
ij
 wc

ij
1
收敛

9) k=k+1

在RGNet训练过程中，根据反馈信息优化网

络参数，可以提升系统在复杂信道环境中的自适应

能力，有效减少模拟信道响应与真实信道响应之间

的误差。

2.3　基于Bures-Wasserstein目标函数的分解优化

算法

将上述响应生成网络的目标函数表示为

min
G  D

 L (G,D ) = minB2 ( ph,p
h͂
) =

min inf
Ε( x,y ) ∼ π

ì
í
î

ü
ý
þ

∫ x - y
2
dπN × N ( x,y ) + ∫ y

2

dp
h͂N⊥

( y )

(27)

其中，B2 ( ph,p
h͂
)为真实信道响应分布和模拟信道

响应分布之间的距离，即真实信道响应分布和模拟

信道响应分布之间的误差。B2 ( ph,p
h͂
)的误差最小

值证明见附录1。Ε( x,y ) ∼ π为目标函数中进行最小化

的X和Y之间距离的期望值，且保证在训练过程中

( x,y ) ∼ π取值服从 π的联合分布，其中联合分布 π

满足式(28)所示约束条件。

Ε( x,y ) ∼ πs.t.
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

x ∼ N (0,Σ T
p

h͂l,k

Σ
ph͂l,k

)

y ∼ N (0,Σ T
p

hl,k

Σphl,k

)
(28)

其中，Σphl,k

和Σ
ph͂l,k

分别代表 hl,k和 h͂l,k在各自概率分

布下计算得到的协方差矩阵。根据在线交替方向乘
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子法（ADMM, alternating direction method of multi‐

plier）设置，对 t时刻信道估计任务的目标优化进

行改写。

1) 对信道响应矩阵H和 H͂的每个元素hl,k和 h͂l,k

进行标准化，每个元素都是独立的高斯随机变量。

计算其均值 μl,k =
1
N∑k = 1

N

h(k )
l,k 和标准差 σ 2

l,k =
1

N - 1
⋅ 

∑
k = 1

N

(h(k )
l,k - μl,k )2，再对每个元素 hl,k 和 h͂l,k 执行标准

化得到 h′l,k =
hl,k - μl,k

σl,k (~h′ l,k =
h͂l,k - μ͂l,k

σ͂l,k )。假设信道

响应参数是一个独立的复高斯随机变量，每个信道

元素 hl,k 都服从复高斯分布，即 hl,k ∼ CN (0,σl,k
2 )，

则根据上述参数构建hl,k概率密度函数表达式为

p (hl,k ) =
1

πσ 2
l,k

exp ( - || hl,k

2

σ 2
l,k ) (29)

2) 对响应生成网络的目标函数进行改写，如

式(30)所示。

 L (G,D ) = min L (Σ ph
H ,Σ

p
h͂

H͂
,Z (k )

l,k ,u(k )
l,k ) =

minB2(Σ ph
H ,Σ

p
h͂

H͂ ) =

min
h,h͂,Ph,P

h͂
,Σ
∑
i = 1

M ∑
j = 1

N {λ1

2 { }∫ hl,k - h͂l,k

2

2
dπN × N ( ph,p

h͂
) +

λ2

2
ì
í
î

ü
ý
þ

∫ 

ph - p

h͂

2

2
dN⊥ ( p

h͂
) +

λ3

2
tr ( )Σ ph

H ,Σ
p

h͂

H͂
+

ü
ý
þ

ρ
2∑k = 1

K

 Σ (k )
H - Z (k )

l,k + u(k )
l,k

2

F
(30)

其中，Σ ph
H 和Σ

p
h͂

H͂
分别为真实信道响应分布和模拟信

道响应分布的协方差矩阵，Z (k )
l,k 为当前迭代训练的

辅助变量，Z (k )
l,k ∈ Rd，u(k )

l,k 为拉格朗日乘子，上标k

为多普勒维度的抽头因子，ρ为 ADMM 的步长

参数。

3) 在每次训练迭代过程中，分别对Σ ph
H ,Σ

p
h͂

H͂
,Z (k )

l,k ,u(k )
l,k

进行更新，并在更新过程中最小化 hl,k - h͂l,k

2

2
和



 


ph - p

h͂

2

2
的值。为了简化表示，将Σ ph

H 表示为Σ1，

Σ
p

h͂

H͂
表示为Σ2。

首先更新Σ1，表示为

Σ (k + 1)
1 = arg min

Σ1

L (Σ (k )
2 ,Z (k ),u(k )

1 ) =

arg min
Σ1

é
ë
êêêêdB2(Σ1,Σ (k )

2 ) +
ρ
2
 Σ (k )

1 - Z (k ) + u(k )
1

2

F

ù
û
úúúú
 
(31)

其中，dB2(Σ1,Σ (k )
2 )为 Σ1 与 Σ (k )

2 之间的 Bures-Was‐

serstein距离。然后对Σ2进行更新，表示为

Σ (k + 1)
2 = arg min

Σ2

L (Σ (k )
1 ,Z (k ),u(k )

2 )=

arg min
Σ2

é
ë
êêêêdB2(Σ (k + 1)

1 ,Σ2 )+
ρ
2
 Σ2-Z (k ) + u(k )

2

2

F

ù
û
úúúú
  
(32)

再对辅助变量Z (k )进行更新，约束形式为

Z (k + 1) =
1
2 (Σ (k + 1)

1 + Σ (k + 1)
2 ) (33)

最后更新拉格朗日乘子，表示为

u(k + 1)
1 = arg min

u(k )
1

L (Σ (k )
1 ,Σ (k )

2 ,Z (k ),u(k )
1 ) =

arg min
u(k )

1

(Z (k )(Σ (k + 1)
1 - u(k )

1 - Σ (k + 1)
2 ) ) +

ρ
2
 Σ (k )

1 - u(k )
1 - Σ (k + 1)

2

2

2
(34)

u(k + 1)
2 = arg min

u(k )
2

L (Σ (k )
1 ,Σ (k )

2 ,Z (k ),u(k )
2 ) =

arg min
u(k )

2

(Z (k )(Σ (k + 1)
1 - u(k )

2 - Σ (k + 1)
2 ) ) +

ρ
2
 Σ (k )

1 - u(k )
2 - Σ (k + 1)

2

2

2
(35)

4) 每次迭代更新结束时，检查目标函数是否

小于预设阈值 ε = 10-3。

RGNet方法首先通过基于时滞补偿的局部分析

算法，结合重叠加窗技术进行时间维度扩展，在时

延-多普勒域中实现了多径时延与多普勒频移特征

的高精度提取。随后，构建信号自迭代更新网络以

增强信号输入，并基于L1-正则化最小二乘法实现

对网络参数的自适应动态调整，有效降低了信道响

应估计误差。最后，构建Bures-Wasserstein分解优

化算法，提升了收敛效率并确保训练稳定性。得益

于上述设计，RGNet方法能够有效适应复杂多径传

播与强噪声干扰并存的水下移动通信环境，兼顾了

估计精度、计算效率与系统鲁棒性，为动态时变水

声通信环境提供了有效解决方案。

3　性能分析

本节将对 RGNet 方法、HA02[23]方法和 OMP-

MAP方法[8]的计算复杂度进行比较与分析。

RGNet方法的计算复杂度由时滞补偿O ( Nd Nw )、
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导频信道估计 O ( Nt
3 ) 和 RGNet 神经网络训练

O ( )∑
l = 1

L 1

N 2
( NωNbk 2

l + Nw ) 构成，其中Nd和Nw分别

为时滞参数数量和每个时滞值下的窗口大小，Nt为

MIMO阵元数量，N为输入块大小，L为层数，kl

为第 l层的核大小，Nω和 Nb 分别表示 σ ( Nω,Nb )迭

代网络中权重和偏置的迭代次数，因此总的计算复

杂度为O (Nd Nw + Nt
3 +∑

l = 1

L 1

N 2
( NωNbk 2

l + Nw ))。
HA02方法的计算复杂度为O ( Np Nf Ns )，其中

Np 为导频符号数量，Nf 为多普勒频移，Ns 为时间

单元数量。由于K >> L，OMP-MAP方法的计算复

杂度为O ( )K + P
NτNb

K
，其中P为子载波数量，K

为信道延迟扩展，Nτ为符号时间序列长度，Nb 为

传输比特数。

4　仿真分析

本节通过对仿真结果的分析来验证本文所提基于

RGNet的水声信道估计方法对MIMO-OTFS系统信道

估计的有效性。本文对归一化均方误差（NMSE, nor‐

malized mean square error）和SNR的定义分别为

NMSE = E

æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç  H͂ - H
2

F

 H
2

F

ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷
(36)

SNR = 10lg ( )σ 2
s

σ 2
v

(37)

其中，σ 2
s 为发射功率，σ 2

v 为噪声功率。

本文利用 Bellhop 平台对 MIMO-OTFS 水声信

道进行建模，环境数据采用了 2016年 8月 22日下

午 1点在墨西哥湾北部地区[27]的海试数据。其中，

风向从东南方向吹来，风速约为 8.3 m/s，阵风达

10.6 m/s，风力较稳定，水体温度约为 30.1℃，水

体盐度约为35 ppt，海浪平均波高1.5 m，海面较平

静，波浪方向从东向北传播，气压约为1 012.2 hPa。

自主式水下机器人（AUV, autonomous underwater ve‐

hicle）部署在现场水深20 m处，发送深度为19.5 m。

接收方配备了一个由 16个阵元组成的MIMO水听

器阵列，阵列深度位于 17.2~19.2 m，阵元间距为

1.75 m。发送方和接收方位于相同的深度范围内，

通信双方水平距离为 20 m，通过缩短水平通信距

离，能够增强多径效应的表现，使不同路径信号的

干扰更加显著，从而为多径传播特性的研究提供更

清晰的展示。环境噪声功率为-20 dB，吸收损耗参

数为 4，传播损耗参数为 10。OTFS帧参数设置为

(M,N ) = (128,32)。在发射信号前对初始数据流进

行 QPSK 调制，经过水声信道传输后将信号通过

ISFFT映射到DD域作为RGNet方法的输入。其他

仿真参数如表1所示。

表 2 给出了不同信道估计方法的运行时间，

HA02方法的Np 为 100，Nf 为 194 Hz，Ns 为 5 000，

故HA02方法的运行时间为13.241 s。OMP-MAP方

法的P为64，K为512，Nτ、Nb最大为40，故OMP-

MAP方法的运行时间为12.070 s。MMSE方法的运

行时间为 17.059 s，而 RGNet 方法的运行时间为

7.582 s，远低于HA02、OMP-MAP和MMSE方法。

图 4 给出了克拉美-罗下界（CRLB, Cramer-

Rao lower bound）及不同信道估计方法的NMSE与

BER性能比较。由于水下噪声较大，本文实验中

SNR范围设定为[-5,20]dB。如图4(a)所示，MMSE

方法的估计性能最差，这是因为水下噪声环境的不

  表1　 仿真参数

参数

中心频率 fc/kHz

带宽B/kHz

数据块长度N/个

导频数m/个

循环前缀CP/个采样点

数据块时长T/ms

采样频率/kHz

发射阵元数q/个

最大移动速度vm/（m·s-1）

最大时延扩展 τm/ms

衰落径数P/条

数值

12

5.812

256

256

16

104.86

96

16

2

5

8

  表2　 不同信道估计方法的运行时间

方法

RGNet

HA02

OMP-MAP

MMSE

运行时间/s

7.582

13.241

12.070

17.059
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理想性影响了噪声协方差矩阵的估计，进而导致信

道估计出现较大的偏差。OMP-MAP方法依赖于信

道特性（如时延和多普勒频移）的稀疏假设进行信

道估计，但水下环境中的多普勒效应呈现非线性变

化导致估计误差的积累。ASOMP-SR方法通过引

入路径不变时间，并假设在该时间段内路径状态信

息近似稳定，从而能够更准确地估计信道特性，减

少由动态环境变化引起的误差，但是水声信道的快

速时变特性可能导致路径不变时间较短，从而影响信

道估计性能。RGNet方法在SNR=20 dB时，NMSE

为0.003 4左右，较OMP-MAP方法提升49.9%，较

ASOMP-SR方法也提升了约24.1%，表明了RGNet

方法的有效性。RGNet方法性能提升的本质原因在

于：1) 通过时滞补偿有效捕捉和强化了信号的时

延与多普勒特性，增强了模型在复杂动态水声环境

下的鲁棒性；2) 响应生成网络与响应判别网络通

过对抗训练生成高逼真度的模拟信道响应，弥补了

传统信道估计方法在复杂信道环境中的局限性；

3) 基于Bures-Wasserstein的分解优化算法通过将训

练目标分解为多个子问题进行优化求解，加速模型

收敛并提高模型稳定性。如图 4(b) 所示，与

MMSE、OMP-MAP和ASOMP-SR方法相比，基于

RGNet的水声信道估计方法的BER在SNR=5 dB的

情况下，分别下降了 90.3%、67.8% 和 33.8%；当

处于较高 SNR条件下时，RGNet方法性能优势没

有那么明显，与ASOMP-SR方法的BER相近。

在基于深度学习的信道估计方法中，将本文

提出的RGNet方法与基于Transformer和残差神经

网络（称为 HA02）、CGAN[28]、CSINet[24] 以及

WGAN[29]信道估计方法的 NMSE 性能进行对比，

结果如图5所示。CGAN依赖于条件输入生成目标

信号，但水声信道中存在大量未被充分利用的条件

信息，其性能表现较差。HA02中的Transformer在

建模长距离依赖关系方面具有优势，但无法有效捕

捉水声信道中的局部依赖，且需要大量标注数据进

行训练，在处理有限的水声信号时表现受限。

WGAN和CSINet方法性能接近，但均弱于RGNet。

WGAN采用Wasserstein距离作为生成器和判别器

之间的损失函数，训练过程相对稳定，但依赖于梯

度惩罚来保持网络稳定性。CSINet在重建信道矩阵

时，水声信道的快速时变特性和多径效应会使信道

矩阵中的稀疏结构更加不稳定，降低其重建质量。 

图6展示了在网络迭代过程中，选择不同损失

函数进行训练的过程中NMSE的变化趋势。RGNet

方法中ADMM优化器设置λ1 = 0.5、λ2 = 0.9和λ3 =

0.3。随机梯度下降优化器中动量设为 0.9，学习率

衰减设为 0.001，权重衰减为 0.000 1。采用统一的

初始学习率α = 0.000 5进行训练，并且利用学习率

预热技术将学习率由一个极小的初始值慢慢加到初

始学习率，最小学习率设置为 0.000 001，批量大
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图4　RGNet信道估计方法与其他信道估计方法性能对比
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小设置为 256。由图 6可知，当采用Wasserstein距

离作为 RGNet 方法的目标函数时，NMSE 变化剧

烈，导致训练不稳定，甚至出现明显的突变现象。

这种不稳定会影响模型的收敛性能并增加训练失败

的风险；采用Bures-Wasserstein距离作为目标函数

能够明显提高训练稳定性，NMSE变化曲线更加平

滑，波动较小。因此Bures-Wasserstein距离作为目

标函数，相比传统的Wasserstein距离，具有更优越

的收敛特性和更平稳的优化动态。

水声信号在传播过程中会穿越海面及水体中的

不同层次，导致不同路径的传播距离和速度各异，

从而产生多径信号的时延差异。为了验证不同信道

估计方法在不同最大时延扩展下的性能和鲁棒性，

实验仿真设置在SNR=5 dB的低信噪比条件下，最

大时延扩展范围为 τm = [5,25] ms，不同方法在不同

最大时延扩展下的NMSE性能对比如图7所示。结

果表明，RGNet方法在不同最大时延扩展下有较好

的效果，尤其是当 τm = 25 ms时，RGNet方法性能

效果依然高于HA02方法 63.8%，高于ASOMP-SR

方法57.8%，这是因为RGNet方法能利用时滞补偿

来捕捉时延特征的动态变化，增强模型对于信号细

节特征的学习，验证了本文方法在水声复杂多变信

道中的良好泛化能力。

在复杂水下移动场景中，衰落路径数的变化可

能导致估计性能下降。本文通过生成不同衰落路径

数的信道样本，并在衰落路径数P = 8的数据集上

进行训练，然后用训练好的模型分别在数据集P =

3,4,6,10上进行测试。由于测试P = 8时使用的数据

集与训练阶段一致，因此将其作为基线。在不同衰

落路径数下RGNet方法的NMSE性能对比如图8所

示。从图8可以看出，当P = 3时，模型效果优于基

线，这是因为此时信道结构较简单，更有利于生成

网络在较少的计算复杂度下学习到有效的映射关

系；当P = 4,6时，信道性能相较于基线略有下降，

但仍维持了较好的NMSE性能；当P = 10时，信道

性能较基线有了明显的下降。这表明当P = 3,4,6,10

时，训练的RGNet模型依然具有良好的鲁棒性。 

图9验证了MIMO系统中不同发射阵元数对算法

BER性能的影响。由图9可知，当发射阵元数相同时，

RGNet方法的BER明显低于CSINet，这是因为RGNet

方法在网络训练过程中能够根据目标函数的反馈自适

应地调整网络参数，优化了对信号细节特征的学习。

在水下通信环境中，声速受水温、盐度和深度等

因素的影响，这些因素共同影响了水声信道的特性。

图10(a)给出了墨西哥湾北部地区3个典型季节在水深

0～200 m的声速剖面对比，结果表明，声速随着深度

的增加和水温的下降而逐渐减小。为评估不同水温和
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声速环境对RGNet方法性能的影响，选择深度40 m

处的数据生成3个典型季节的信道样本，并在暖水

（夏季，水温20~30 ℃，盐度35.5~36.5 ppt）数据集

上进行训练，然后用训练好的模型分别在温水（春

季）、暖水（夏季）和冷水（冬季）数据集上进行测

试，结果如图10(b)所示。当水温降低时，RGNet方

法由于信号自迭代更新网络对复杂信道环境中自适应

能力的有效提升，性能至多只有0.028 dB的变化。 

图11展示了RGNet方法估计得到的信道时延-

多普勒信道响应热力图，并与HA02和OMP-MAP

方法进行比较。RGNet方法的热力图显示出最清晰

集中且高度聚焦的光斑，表明其在时滞补偿后能有

效提高信道估计的精度和鲁棒性，适应复杂多变信

道环境。HA02方法的热力图光斑边界模糊且分布

广泛，因为其在实际移动水声场景下分辨率较低，

受噪声影响较为显著。OMP-MAP方法的热力图出

现光斑拉伸现象，因为该方法通过逐步选择字典元

素来逼近信号的稀疏表示，但由于其贪心策略，会

在信号恢复过程中对信号的细节特征估计精度不

高，在高分辨率场景下的信道估计性能有限，对复

杂信道环境的适应能力不足。 
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5　结束语

为了解决水声通信环境下信道估计精度较低的

问题，本文提出了一种基于RGNet的水声信道估

计方法。针对水声信道动态变化带来的特征误差问

题，提出了一种采用时滞补偿的局部化分析和三维

重建算法；针对OTFS时延-多普勒矩阵容易受到

噪声污染导致矩阵的扩展和失真的问题，提出了一

种信号自迭代更新网络，并根据基于L1-正则化最

小二乘法对网络权重与偏置进行更新；针对传统的

水声信号深度学习模型训练稳定性不佳的问题，提

出了一种基于Bures-Wasserstein目标函数的分解优

化算法，将响应生成网络的训练分解为多个子问题

分别进行优化求解，提高了模型收敛速度并降低了

误差。与现有方法相比，本文方法具有更高的估计

精度和鲁棒性。

附录1　Bures-Wasserstein距离最小值证明

将生成网络输出的信号经最小二乘法处理所获得的信

道响应定义为 h͂ ∈ P2 (Rn )，假设ph,p
h͂
∈ N (C)则存在

B2 ( ph,p
h͂

) = inf {W 2
2 (Σph

,Σp
h͂
)} (38)

证明 对于给定的二维子空间C ⊆ Rn，B2 ( ph,p
h͂

)的最

小值分布为 h͂在C上的正交投影，即

B2 ( ph,p
h͂

) = pC#
h͂ = h͂C (39)

其中，pC#
h͂表示将 h͂投影到C上的推前分布，用 h͂C表示 h͂在

子空间C上的表示。将给定大小的C的概率空间边界值集

合表示为

Γ( )x,y ∼ π = {μn
R ∈ P2(Rn × Rn ) |||||| μ1 = ph,μn = p

h͂} (40)

其中，μn
R ∈ P2(Rn × Rn )，μ1,μn为 μn

R ∈ P2(Rn × Rn )的边缘

分布，μn
R在C上的正交投影表示为μC = pC#

μn
R。

同时，定义二阶概率测度 δ满足 δ ∈ P2(Rn × Rn)，δ在

C × C上表示为 δC × C: = p( )C × C #
δC × C。在 ( ph,p

h͂
)这个可测

的概率分布空间中，定义过程 T:ph → p
h͂
为 μn

R ∈ P2( ph,p
h͂ )

的前推，并表示为T#μ
n
R ∈ P2 ( ph,p

h͂
)。对于任意模拟信道响

应集S与过程T的转换表示为T#μ
n
R ( S ) = μn

R (T -1 ( s ) )δ。

如果 sup é
ëB

2 ( ph,p
h͂

)ùû = sup (Γ( )x,y ∼ π )，则有

inf B2

( )x,y ∈ S+

( ph,p
h͂

) = inf W 2
2

( )x,y ∈ S+

( x,y ) =

inf
( )x,y ∼ π{∫ x - y

2
dπC × C ( x,y )} + ∫ y

2
dp

h͂C
( y ) (41)

其中，最小化是在模拟信道响应集 S 的可行域上进行

近 似 的，且 S+ ∈ H+(n) × H͂+(n)，使 inf B2

( )x,y ∈ S+

( ph,p
h͂

) =

inf W 2
2

( )x,y ∈ S+

( x,y )成立。

因此，对于给定的C ∈ ℑ (Rn,M × N )，则有

inf {W 2
2 ( x,y ) | ph ∈ N (C )} =

inf
|

|
|
||
|{inf { }∫ x - y

2
dπC × C ( x,y ) |x ∈ N (C )

}C ∈ ℑ (Rn,M × N ) + ∫ y
2
dpC#

h͂ ( y ) (42)

式(42)等价于

inf { }inf { }∫ x-y
2
dπC×C ( x,y ) | x∈N (C ) |C∈ℑ (Rn,M×N ) =

inf { }W 2
2 (Σph

,Σp
h͂
) |C ∈ ℑ (Rn,M × N )                                 (43)

由于p
h͂C ∈ N (C)，当p

h͂
* = pC#

h͂时，式(44)成立。

inf
( x,y ) ∈ S+

B2 ( A,B ) =

inf { }inf { }W 2
2 (Σph

,Σp
h͂
) |C ∈ ℑ ( )Rn,M × N

⇔ inf {∫ y
2
dpC#

h͂ ( y ) |C ∈ ℑ ( )Rn,M × N }
⇔ sup{∫ y

2
dpC#

h͂ ( y ) |C ∈ ℑ ( )Rn,M × N } (44)

因此可得

inf
( x,y ) ∈ S+

B2 ( A,B ) ≤

∑
i = 1

M ∑
j = 1

N

 y
2
dpC#

h͂ ( y ) |C ∈ ℑ ( )Rn,M × N ≤
p

h͂
* = pC#

h͂ (45)

证毕。
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